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LARS E O SVENSSON

Om skattning av terminsrintor.

Svar till Tonu Puu*®

I en tidigare artikel i Ekonomisk Debait
(Svensson [1993b]) har jag diskuterat hur
sk implicita terminsrintor kan anvindas
som en indikator pd marknadsférvint-
ningar om framtida riintor, inflationstakt
och vixelkurs. Bakgrunden till den arti-
keln var det nya behov av penningpoli-
tiska indikatorer som uppstitt i Sverige i
och med att kronan numera flyter. Ter-
minsrintor utnyttjas redan som penning-
politiska indikatorer av centralbankerna i
tex Storbritannien och USA (Bank of
England [1993a,b] och Reinhart [1992]).
Oberoende av anvindningen som pen-
ningpolitiska indikatorer har terminsrin-
tor och sk nollkupongsrintor under
ménga dr utnyttjats som ett standardverk-
tyg av aktdrer pa den finansiella markna-
den vid investeringsanalys och prissitt-
ning av obligationer och andra finansiella
instrument.

Hur terminsrintor kan beriknas berdr-
des endast i forbigAende i min artikel, och
den berikningsmetod som anviindes diir
ir mycket rudimentir, Att berikna ter-
minsrintor utifrdn réntor pa sk nollku-
pongobligationer #r enkelt, medan det
kan vara betydligt svirare utifrén rintor
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pd kupongobligationer. Eftersom ter-
minsréntor potentiellt ir si anvindbara,
medan berdkningsmetoderna hittills bara
ir kinda av specialister, kan det vara be-
fogat att kortfattat redogdra for nigra
olika berdknings- och skattningsmetoder,
En sidan redogdrelse utgdr ocksa ett svar
till Ténu Puus kritiska kommentar till min
artikel (Puu [1993]). Ténu Puu framfor
kritik pa tva punkter. For det forsta pape-
kar han att beridkningar av terminsrintor
blir felaktiga om kupongrintan felaktigt
antas vara lika med cbligationens effek-
tiva ranta. For det andra framfor han tvi-
vel pd den metod att berikna terminsrén-
tor med hjilp av sk duration som jag an-
vint i min artikel. Betraffande den forsta
punkten har Ténu Puu givetvis ratt. Kriti-
ken drabbar dock inte mina berakningar
av svenska terminsrantor dir faktiska ku-
pongrintor anvints. Dessutom tycks,
som vi skall se, det fel som kan uppsti
vara litet med realistiska kupongrintor
och effektiva rintor. Betriffande den

*Denna not bygger pi Svensson [1993a]. Se
detta arbete for en utférligare redogérelse och
diskussion. Jag #r tacksam for diskussicner
med David Barr (Bank of England), Magnus
Dahlquist, Bernard Dumas (HEC, Paris),
Svante Johansson (Carnegic Fondkommission
AB), Mervyn King (Bank of England), Lars
Jonung, Harald Lang, Hans Lindberg, Tonu
Puu, Giovanni Majnoni (Banca I)'Italia), Pe-
ter Norman (Alfred Berg Transferator AB),
Mats Persson och Vincent Reinhart (Board of
Governors, Federal Reserve System). Jag vill
sirskilt tacka Svante Johansson som visat mig
hur terminsrintor kan skattas med en funk-
tionsform som hérleds i Longstaff & Schwartz
[1992].
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andra punkten har Tonu Puu en viktig
poiing s tillvida att durationsmetoden in-
nebir en ganska grov approximation.!
Det finns betydligt mer precisa metoder
att berikna terminsrintor, som vi skall se.
En av dessa metoder hiirleds i Ténu Paus
doktorsavhandling (Puu [1964]).

Problemet

Fér nollkupongobligationer, dvs obliga-
tioner som inte ger nigra kupongutbetal-
ningar utan forfaller med ett enda inls-
senbelopp (t ex statsskuldvaxlar), dr det
latt att berdkna den exakta terminsriin-
tan. Av historiska och timligen irratio-
nella skil finns statliga nollkupongobliga-
tioner (statsskuldviixlar) endast for upp
till ett ars 16ptid. For lingre 16ptider finns
bara kupongobligationer, dvs obligatio-
ner som betalar en kupongrinta varje ir
inklusive det ar da inlosenbeloppet forfal-
ler. Petta forsvarar berdkningar av ter-
minstantor.

Det problem vi stélls infor ar att med
kinnedom om kupongobligationers ku-
ponger och antingen deras priser eller de-
ras effektiva rantor berikna implicita ter-
minsrintor. I det féljande skall jag kort
niamna nigra olika metoder for skattning
av terminsrintor, nimligen (1) den "okor-
rigerade” metoden, (2) durations-meto-
den, (3) den rekursiva metoden med in-
terpolation, och (4) metoden med direkt
skattning av den s k diskonteringsfunktio-
nen som beskriver nollkupongobligatio-
nernas priser.

Den okorrigerade metoden

Som nimnts ar det litt att berikna ter-
minsrantor ur nollkupongrintor. Darfér
ar det frestande att pa olika satt approxi-
mera kupongobligationer med nollku-
pongobligationer och sedan berikna ter-
minsrintor utifrin dessa approximativa
nollkupongobligationer. Den allra enk-
laste metoden &r att helt enkelt approxi-
mera kupongobligationer med nollku-

pongobligationer med samma 16ptid och
effektiv rdnta. Lat mig kalla terminsrin-
tor beriknade enligt denna metod for
"okorrigerade™ terminsrintor.

Metoden tycks innebira en ganska grov
approximation. Man kan visa att metoden
underskattar terminsréntorna vid en upp-
atlutande avkastningskurva medan den
Overskattar terminsréntorna vid en nedét-
lutande avkastningskurva.

Durationsmetoden

En kupongobligation kan uppfattas som
en portfolj av nollkupongobligationer,
dir varje kupongbetalning motsvaras av
en nollkupongobligation med motsva-
rande 16ptid och inldsenbelopp. Portfél-
jens genomsnittliga 16ptid blir forstds kor-
tare dn kupongobligationens 16ptid, efter-
som kupongerna betalas ut tidigare. Den
ckorrigerade metoden innebir siledes att
loptiden for de approximativa nollku-
pongobligationerna  systematiskt &ver-
skattas. D4 kan det forefalla limpligt att
istéllet approximera kupongobligationen
med en nollkupongobligation som har en
16ptid lika med kupongobligationens ge-
nomsnittliga 16ptid, den sk durationen.
Intuitivt forefaller denna metod bittre én
den okorrigerade metoden. Det ir ocksd
denna metod som presenteras i Shillers
[1990] omfattande Gversikt, och det #r
denna metod som jag anvint mig av i
Svensson [1993b].

Den rekursiva metoden
med interpolation

I det speciella fall nar det finns kupongob-
ligationer som forfaller med precis ett ars
mellanrum gar det att berikna exakta ter-
minsrintor. Metoden beskrivs i liro-
bocker i finansiell ekonomi och investe-
ringsanalys (t ex Elton & Gruber [1991,

! Det rakneexempel med duration som Ténu
Puu utnyttjar i sin kritiska kommentar synes
dock vara orimligt och meningslost.

490 Ekonomisk Debatt 1993, drg 21, nr 5



Repliker och kommentarer

kap 18], Haugen {1993, kap 13], Viotti &
Wissén [1991, kap 3]) och kallas ibland
den rekursiva metoden. Den tidigaste
hirledning jag sett i litteraturen finns i
Tdnu Puus doktorsavhandling som endast
publicerats pa svenska (Puu [1964]). Den
tidigaste hiirledning jag sett pa engelska
finns i Weingartner [1966].2

Den rekursiva metoden skulle vara litt
att tillimpa om det var s& att verklighe-
tens kupongobligationer alltid forfaller pd
samma dag varje &r. Sa ar det tyvirr inte.
1 Sverige har Riksgildskontoret emitterat
ett fatal standardobligationer som forfal-
ler med i vissa fall flera &rs mellanrum
(och dessutom pi olika dagar av aret).
Detta gor det nddvandigt att anvinda
andra metoder dn den rekursiva vid prak-
tiska skattningar.

En mojlig utviig dr att med interpola-
tion av den faktiska avkastningskurvan
konstruera hypotetiska kupongobligatio-
ner som forfaller med precis ett ars mel-
lanrum. Den rekursiva metoden kriver
emellertid att kupongerna ir kinda. Hy-
potetiska kuponger méste siledes kon-
strueras for de hypotetiska obligatio-
nerna. Detta limnar uttrymme f{or ett
visst godtycke. En mdjlighet dr att anta
att de hypotetiska obligationerna ar sk
parobligationer, dvs att priset ir lika med
inldsenbeloppet, vilket dr fallet om de hy-
potetiska kupongerna Gverensstimmer
med den interpolerade effektiva rintan.
Detta ér en approximation som kan intro-
ducera ett visst fel, som bdr uppskattas.
(Det ér detta fel som Tonu Puu [1993] dis-
kuterar i sin forsta punkt.) En av flera
andra moéjligheter ar att konstruera hypo-
tetiska kuponger genom interpolation av
faktiska kuponger.

En Monte-Carlo-studie (Buono, Gre-
gory-Allen & Yaari [1992]) av nagra olika
metoder att skatta terminsrantor har visat
att den rekursiva metoden ir timligen ro-
bust och fungerar bra i de flesta fall.

En enkel jimforelse

En enkel jaimforelse av de tre ovanstd-
ende metoderna gors i Figur 1, som visar
svenska terminsriintekurvor den 17 maj
1993, Kurvorna har beriknats utifrin
dagslaneriintan, 180 och 360 dagars stats-
skuldvixlar samt obligationslinen 199,
202, 1020, 1028, 1033 och 1034.3 Den
kortstreckade kurvan visar okorrigerade
terminsriintor, den lingstreckade visar
terminsriintor med duration, och den
tjocka heldragna visar terminsrantor be-
riknade med den mer exakta metoden,
den rekursiva metoden med interpola-
tion. Vi ser att den mer exakta metoden
ger terminsrdntor som ligger mellan den
okorrigerade och den med duration. Den
svenska avkastningskurvan &r uppatlu-
tande for forfall efter 1995, och vi ser att
den okorrigerade metoden dé leder till en
underskattning av terminsrintan medan
durationsmetoden leder till en Gverskatt-
ning. Vi ser ocksi att den okorrigerade
metoden ir en bra approximation till den
rekursiva metoden (och en battre approx-
imation till denna &n durationsmetoden)
fram till omkring 1998, medan durations-
metoden for dessa data tycks biittre Gver-
ensstimma med den rekursiva metoden
for langre 16ptider. Att okorrigerade ter-
minsrantor stimmer bittre med den re-
kursiva metoden #n terminsrantor med
duration maste for manga vara nigot for-
vénande.

Utifran ett antal jimforelser for olika
affirsdagar och ndgra simuleringar med
samstimmiga resultat drar jag slutsatsen
att for dren nirmast efter 1995 (som kan-

2Svenska samtida ekenomer tycks inte ha fér-
stitt att uppskatta originaliteten i Ténu Puus
avhandling. Det framstir som olyckligt och
ofortjint att den inte fick dversittningsbidrag
och en internationell publicering.

3LAn 1030 har uteslutits dA det ger upphov till
en mycket ojimn terminsrintekurva. Linet
skiljer sig frin de dvriga genom att det har en
sarskilt hég kupong. Se vidare nedan,
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Figur I Terminsrintor, 1993-05-17.
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ske &r av stdrst intresse frin penningpoli-
tisk synpunkt) ir det bittre att vid enkla
beriikningar anvinda okorrigerade ter-
minsrintor &n de terminsrintor med du-
ration som utnyttjades i Svensson
[1993b]. Eftersom okorrigerade termins-
rintor vid uppatlutande avkastningskurva
underskattar terminsriintorna innebir de
dessutom en mer forsiktig beriikning (de
leder tex till en underskattning av den
forvintade inflationstakten). Eftersom
den rekursiva metoden med interpolation
ir mer exakt utan att vara sirskilt mycket
mer komplicerad ir det emellertid forstis
battre att anviinda den. De mer sofistike-
rade metoder med skattning av diskonte-
ringsfuntionen som nimns nedan kréver
nigot omstindligare berikningar men ir
mer teoretiskt tillfredstillande,

Den rekursiva metoden med och utan
antagande om par

Den tjocka heldragna kurvan i Figur I vi-
sar som sagts resultatet av den rekursiva

2009

metoden niir de hypotetiska kupongerna
konstruerats med interpolation av de fak-
tiska kupongerna. Att interpolera ku-
pongerna pa detta sitt ar forstds timligen
godtyckligt - det bygger pa ett antagande
att kupongerna bor vara kontinuerliga i
forfallodagen.*

Terminsrantorna tycks dock inte vara
sarskilt kansliga for kupongerna. Korsen
pa och i narheten av den heldragna kur-
van visar terminsrintorna om man antar
att kupongerna dverensstimmer med de
effektiva rintorna, och allts att de hypo-
tetiska obligationerna ar parobligationer,
I motsats till vad Puu [1993] hiivdar blir

4Detta behdver forstds inte vara fallet, men
det ar det om utestéende obligationer hade
samma loptid nir de forst emitterades och om
de di emitterades till par. D3 terspeglar for-
stds kupongerna som funktion av forfalloda-
gen rdnteldget vid den forsta emissionen (med
en tidsforskjutning motsvarande férfallodagen
minus 1ptiden vid forsta emissionen).
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avvikelsen timligen liten, i varje fall med
dessa faktiska skillnader mellan kuponger
och effektiva rintor.

Skattning av diskonteringsfunktionen

Att interpolera avkastningskurvan ir inte
helt tillfredsstallande ur teoretisk synvin-
kel, eftersom den effektiva riintan beror
pd kupongerna, och eftersom avkast-
ningskurvan endast ar indirekt relaterad
till grundlidggande begrepp i ekonomisk
teori. Den teoretiskt mest tillfredsstél-
lande metoden att berdkna terminsrintor
skattar istillet direkt diskonteringsfunk-
tionen, dvs nollkupongpriserna, istillet
for att g omviigen via skattning eller in-
terpolation av avkastningskurvan. Meto-
den introducerades av McCulloch [1971,
1975], som approximerade diskonterings-
funktionen med en sk kubisk spline och
di kunde formulera problemet som en
linjir regression. Metoden &r dock for-
enad med vissa problem. Den leder ofta
till instabila estimat av terminsrintorna
for de lingst bort liggande foérfalloda-
garna?

Diskonteringsfunktionen skattas ocksé
med andra funktionsformer in en kubisk
spline. En teoretisk modelil av terminsrin-
tor som utvecklats av Longstaff och
Schwartz [1992] #r sérskilt intressant.®
Den leder till en mycket flexibel funk-
tionsform fér nollkupongpriserna med at-
traktiva egenskaper. T ex blir terminsrin-
tor med forfallodag lingt in i framtiden
konstanta, vilket undanrdjer det problem
med instabilitet for ldnga 1optider som
ofta uppstir med anvindning av en Ku-
bisk spline enligt McCulloch. Anpass-
ningen av denna funktionsform kriver
olinjir optimering, och konvergerings-
egenskaperna ir inte utredda. Metoden
tycks emellertid efter nigra preliminiira
forsok ge mycket bra anpassning till nuva-
rande svenska data, och avvikelsen mel-
Ian skattade och faktiska priser pa obliga-
tioner och viixlar blir mycket liten.”

Den tunna heldragna linjen i Figur I vi-

sar resultatet av en skattning av termins-
rintan med denna metod. Terminsrintan
ligger mellan terminsrintorna med den
okorrigerade metoden och durationsme-
toden, omkring 1997 nagot hdgre &n med
den rekursiva metoden. For senare ar ar
den i det narmaste identisk med den for
den rekursiva metoden. Samstimmighe-
ten med den rekursiva metoden verkar
betryggande, men siikra slutsatser krdver
forstds mer systematiska jimforelser, tex
en Monte-Carlo-studie. Fér forfallodagar
langt fram i tiden ndrmar sig terminsrin-
tan en konstant nivd, ca 10,6 procent per
ar. Skattade och faktiska priser och effek-
tiva rintor éverenstimmer mycket val.

Slutsatser

Den rekursiva metoden med olika slags
interpolation framstdr hittills som tamli-
gen robust, sirskilt vid fi observationer,
iven om den inte &r helt teoretiskt till-
fredsstdllande. Det dr nigot férvanande
att den intuitivt timligen rimliga dura-
tionsmetoden i nagra fall tycks vara en
simre approximation dn den intuitivt
naiva okorrigerade metoden. Skattningat
av diskonteringsfunktionen med den
funktionsform som hirletts av Longstaff
& Schwartz ir teoretiskt attraktiva och
verkar praktiskt lovande. De empiriska
och beriikningsmissiga egenskaperna dr
dock ofullstindigt utredda. Overensstim-

5Det dr intressant att skattningen av diskonte-
ringsfunktionen inte tycks paverkas av huru-
vida ldn 1030 utesluts eller medtas. Detta ty-
der p att McCullochs metod kan hantera obli-
gationer med stor skillnad mellan kupong och
avkastningskrav battre in den rekursiva meto-
den med interpolation.

¢ Svante Johansson har visat mig pa Longstaffs
och Schwartz’ funktionsform och hur den kan
utnyttjas.

?Banca D’Italia, den italienska central-
banken, beraknar nollkupongkurvor med
bjalp av Longstaff & Schwartz funktionsform
(Majnoni {1992]).
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melsen med den rekursiva metoden tycks
vara god.

Om en felmarginal pa omkring en halv
procentenhet dr acceptabel, forefaller det
som om de penningpolitiska slutsatser om
marknadsforvintningar om framtida rin-
tor, inflation och valutadepreciering som
kan dras frdn en analys av terminsrinte-
kurvor inte ir sirskilt kinsliga f6r den be-
rakningsmetod som anviinds. Detta fram-
gir vid en jimférelse av diagrammen i
Svensson [1993b] berdknade med olika
metoder. For finansiclla aktdrers prissitt-
ning av olika finansiella instrument krivs
dock storre precision, och di duger bara
de mer sofistikerade metoderna,
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